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1. Общие положения

Дисциплина « Моделирование транспортных процессов» имеет важное значение при подготовке специалистов в области организации транспортных процессов

. 

Целью дисциплины «Моделирование транспортных процессов»  является приобретение  комплекса знаний, включающий информацию о теории построении математических моделей, процессов применительно к  организации транспортного процесса.

Задачи изучения дисциплины в основной части включают:

изучение теории моделирования; 

приобретение навыков выполнения анализа, систематизации и преобразования исходной информации для постановки вопроса о построении математических моделей;

исследование математических моделей современными методами и средствами;

Студент должен знать:

методологические основы математических методов;

методику построения математических зависимостей по экспериментальным данным.

Студент должен уметь:

использовать математические методы обработки экспериментальных данных.

Студент должен иметь навыки:

постановки локальной исследовательской задачи;

обработки полученных экспериментальных данных.
2. Методические указания к выполнению практических  работ

2.1. Классическая транспортная задача

Математическая постановка задачи

[image: image1.jpg]


В исследовании операций под транспортной задачей обычно понимают задачу выбора плана перевозок некоторого товара (изделий, груза) от m источников (пунктов производства, поставщиков) к n стокам (станциям назначения, пунктам сбыта), обеспечивающего минимальные транспортные затраты. При этом предполагают, что: а) мощность i-го источника (объем поставок товара от i-го источника) равна Si>0, i=1,...,m; б) мощность j-го стока (объем поставок товара к j-му стоку) равна Dj>0, j=1,...,n; в) стоимость перевозки единицы товара (в условных денежных единицах) от i-го источника к j-му стоку равна сij; г) суммарная мощность всех источников равна суммарной мощности всех стоков, т.е.

Далее под объемом товара будем понимать его количество в фиксированных единицах измерения.

Для математического описания транспортной задачи вводят переменные xij, обозначающие объемы поставок товара от i-го источника к j-му стоку. В этом случае xi1+xi2+...+xin — общий объем поставок товара от i-го источника, т.е. мощность этого источника; x1j+x2j+...+xmj — общий объем поставок товара к j-му стоку, т.е. мощность этого стока; c11x11+c12x12+...+cmnxmn — суммарная стоимость перевозок товара от источников к стокам. С учетом этого рассматриваемая задача может быть представлена в следующем виде:

[image: image17]
На рис. 2.1 показано представление транспортной задачи в виде сети с m пунктами отправления и n пунктами назначения, которые показаны в виде узлов сети. Дуги, соединяющие узлы сети, соответствуют маршрутам, связывающим пункты отправления и назначения. С дугой (i,j), соединяющей пункт отправления i с пунктом назначения j, соотносятся два вида данных: стоимость cij перевозки единицы груза из пункта i в пункт j и количество перевозимого груза xij. Объем грузов в пункте отправления i равен Si, а объем грузов в пункте назначения j равен Dj. Задача состоит в определении неизвестных величин xij, минимизирующих суммарные транспортные расходы и удовлетворяющих ограничениям, накладываемым на объемы грузов в пунктах отправления (предложение) и пунктах назначения (спрос).

[image: image18]Рис. 2.1.

Решение классической транспортной задачи в Excel
Рассмотрим решение классической транспортной задачи на основе примера заимствованного из книги Хэмди А. Таха
. Из этого же источника взяты задачи для самостоятельного решения, представленные в конце данного раздела.

Задача 2.1. Автомобильная компания MG Auto имеет три завода в Лос-Анджелесе, Детройте и Новом Орлеане и два распределительных центра в Денвере и Майами. Объемы производства заводов компании в следующем квартале составят соответственно 1000, 1500 и 1200 автомобилей. Ежеквартальная потребность распределительных центров составляет 2300 и 1400 автомобилей. Расстояние (в милях) между заводами и распределительными центрами приведены в табл. 2.1.

Таблица 2.1

	Поставщики
	Потребители

	
	Денвер
	Майами

	Лос-Анджелес
	1000
	2690

	Детройт
	1250
	1350

	Новый Орлеан
	1275
	850


Транспортная компания оценивает свои услуги в 8 центов за перевозку одного автомобиля на одну милю. В результате получаем, представленную в табл. 2.2, стоимость перевозок (с округлением до доллара) по каждому маршруту.

Таблица 2.2

	Поставщики
	Потребители

	
	Денвер
	Майами

	Лос-Анджелес
	$80
	$215

	Детройт
	$100
	$108

	Новый Орлеан
	$102
	$68


Основываясь на данных из табл. 2.2, формулируем следующую задачу линейного программирования.

Минимизировать 

F=80x11+215x12+100x21+108x22+102x31+68x32(min
при ограничениях

x11+x12=1000 (Лос-Анджелес),

x21+x22=1500 (Детройт),

x31+x32=1200 (Новый Орлеан),

x11+x21+x31=2300 (Денвер),

x12+x22+x32=1400 (Майами),

xij(0, i=1,2,3, j=1,2.

Эти ограничения выражены в виде равенств, поскольку общий объем произведенных автомобилей (S=1000+1500+1200= =3700) равен суммарному спросу распределительных центров   (D=2300+1400=3700).

[image: image19]Данную задачу можно решить симплекс-методом или с помощью так называемой транспортной таблицы. Решение данной задачи в Excel представлено на рис. 2.2-1 - рис. 2.2-3.

Рис. 2.2-1.

Исходные данные для решения классической транспортной задачи целесообразно представить в виде двух таблиц (см. рис. 2.2-1), в первой из которых представлены значения стоимости перевозок единицы товара cij от i-го поставщика к j-му потребителю. Во второй таблице представлены: значения Si предложения каждого i-го поставщика; значения Dj спроса каждого j-го потребителя; переменные xij, первоначально принимающие нулевые значения; вспомогательная строка и вспомогательный столбец "Сумма". Целевая ячейка C17 должна содержать формулу, выражающую целевую функцию:

=СУММПРОИЗВ(C3:D6;C12:D14).

Используя меню Сервис(Поиск решения открываем диалоговое окно Поиск решения (см. рис. 2.2-2), в котором устанавливаем целевую ячейку равной минимальному значению, определяем диапазон изменяемых ячеек и ограничения и запускаем процедуру вычисления, щелкнув по кнопке Выполнить.

[image: image20]Рис. 2.2-2.

Оптимальное решение данной задачи представлено на рис. 2.2-3. Оно предполагает перевозку 1000 автомобилей из Лос-Анджелеса в Детройт, 1300 автомобилей - из Детройта в Денвер, 200 автомобилей - из Детройта в Майами и 1200 - из Нового Орлеана в Майами. Минимальная стоимость перевозок составляет 313200 долларов.

[image: image21]Рис. 2.2-3.

Когда суммарный объем предложений (грузов, имеющихся в пунктах отправления) не равен общему объему спроса на товары (грузы), запрашиваемые пунктами назначения, транспортная задача называется несбалансированной. В этом случае, при решении классической транспортной задачи методом потенциалов, применяют прием, позволяющий несбалансированную транспортную задачу сделать сбалансированной. Для этого вводят фиктивные пункты назначения или отправления. Выполнение баланса транспортной задачи необходимо для того, чтобы иметь возможность применить алгоритм решения, построенный на использовании транспортных таблиц. В Excel несбалансированная транспортная задача решается путем изменения ограничений по спросу (если спрос превышает предложение) или по предложению (если предложение превышает спрос), т.е. система ограничений будет иметь вид: 
[image: image22]в первом случае, либо

[image: image23]во втором случае.

Рассмотрим решение несбалансированной транспортной задачи в Excel, используя приведенный выше пример.

Задача 2.2. В рамках модели компании MG Auto предположим, что завод в Детройте уменьшил выпуск продукции до 1300 автомобилей (вместо 1500, как было ранее). В этом случае общее количество произведенных автомобилей (=3500) меньше общего количества заказанных (=3700) автомобилей. Таким образом, очевидно, что часть заказов распределительных центров Денвера и Майами не будет выполнена. На рис. 2.3-1 и рис. 2.3-2 представлено решение данной задачи в Excel.

[image: image24][image: image25]Рис. 2.3-1.

Рис. 2.3-2.

В таблице-плане оптимального закрепления на рис. 2.3-2 представлено оптимальное решение. Решение показывает, что спрос распределительного центра Денвера будет удовлетворен полностью, а в распределительный центр Майами из заказа в 1400 автомобилей не будет поставлено 200 автомобилей.

Если предположить, что заказ распределительного центра Денвера составляет всего 1900 автомобилей, то получим ситуацию, когда предложение превышает спрос. Решение данной задачи в Excel представлено на рис. 2.4-1 и рис. 2.4-2. Решение показывает, 400 автомобилей завода Детройта не востребованы.

[image: image26]Рис. 2.4-1.
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Рис. 2.4-2.

Порядок выполнения задания

Получить вариант индивидуального задания у преподавателя.

Открыть Excel и выполнить операции по созданию табличной модели: 

сформировать на рабочем листе таблицу Стоимость перевозки одного автомобиля. Занести в нее данные о стоимости перевозки единицы груза от i-го поставщика j-му потребителю cij;

сформировать на рабочем листе Таблицу-план оптимального закрепления. Занести в нее ограничения по предложению для каждого поставщика Si и по спросу для каждого потребителя Dj;

занести в одну из ячеек целевую функцию =СУММПРОИЗВ(c11:cmn;x11:xmn).

Оптимизировать модель, выбрав команду Поиск решения в меню Сервис.

В открывшемся диалоговом окне Поиск решения указать данные, необходимые для процесса оптимизации, и нажать кнопку Выполнить.

Сохранить отчет о лабораторной работе, указав в качестве имени файла № группы и фамилии студентов, выполнивших работу.

2.2. Транспортная задача с промежуточными пунктами

Математическая постановка задачи

Одно практически важное обобщение классической транспортной задачи связано с учетом возможности доставки товара от i-го источника к j-му стоку по маршруту, проходящему через некоторый промежуточный пункт (склад). Так, например, промежуточные пункты являются составной частью распределительной системы любой крупной компании, имеющей сеть универсальных магазинов во многих городах. Такая компания обычно имеет зональные оптовые базы (источники), снабжающие товарами более мелкие региональные склады (промежуточные пункты), откуда эти товары поступают в розничную торговую сеть (стоки). При этом товар для каждого фиксированного стока в общем случае может быть доставлен не из любого источника и по маршрутам, не обязательно проходящим через все промежуточные пункты. Кроме того, промежуточные пункты могут обладать вполне определенной спецификой. Так, например, при транспортировке товара от источника к стоку по маршруту, проходящему через склад, часть товара может быть использована для создания неприкосновенного запаса на складе.

Задачу выбора плана перевозок товаров от источников стокам с учетом промежуточных пунктов, обеспечивающего минимальные транспортные затраты и потребности стоков, в исследовании операций называют транспортной задачей с промежуточными пунктами. Для приобретения практических навыков в построении математических моделей таких задач обратимся к следующему примеру.

Предположим, торговая фирма имеет восемь складов, на которых сосредоточены все имеющиеся в наличии запасы товара. Перед началом рекламной компании решено перераспределить часть запасов товара между складами в соответствии с прогнозами сбыта в районах их размещения. Требуется разработать план перевозок товара между складами, который позволит при минимальных транспортных затратах создать на каждом складе необходимый запас товара.
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На рис. 2.5 представлена схема размещения складов, на которой указаны: а) склады в виде узлов сети с номерами от 1 до 8; б) избыток товара на складе, который должен быть перераспределен в системе складов (указан в квадратных скобках рядом с узлом сети положительным числом и выражен в единицах измерения товара); в) недостаток товара на складе, который должен быть устранен за счет его поставок с других складов системы (указан в квадратных скобках рядом с узлом сети отрицательным числом); г) возможность перевозки товара со склада i на склад j (ориентированная дуга от круга с номером i к кругу с номером j); д) затраты, связанные с перевозкой единицы товара со склада i на склад j (величина cij рядом с соответствующей ориентированной дугой, выраженная в денежных единицах).

Рис. 2.5.

На рис. 2.5 видно, что суммарный избыток товара, имеющийся на складах системы с номерами 1 и 4, равен суммарному недостатку товара, имеющемуся на складах с номерами 3, 6 и 8 той же системы. Перераспределение товара может происходить через склады с номерами 2, 4-7, которые в рассматриваемой задаче и являются промежуточными или транзитными пунктами. Истинным пунктом отправления является лишь склад с номером 1, на котором имеется избыток товара и с которого товар можно только вывозить, а истинными пунктами назначения являются склады с номерами 3 и 8, на которых есть недостаток товара, и на эти склады товары можно только завозить. Заметим также, что между складами с номерами 4 и 5 возможны перевозки в обоих направлениях, но в общем случае c45(c54 (например, наличие одностороннего движения по кратчайшему маршруту). Объемы спроса и предложения, соответствующие этим пунктам отправления и назначения, вычисляются следующим образом.

Объем предложения истинного пункта отправления = объем исходного предложения.

Объем предложения транзитного пункта = объем исходного предложения + объем буфера.

Объем спроса истинного пункта назначения = объем исходного спроса.

Объем спроса транзитного пункта = объем исходного спроса + объем буфера.

Объем буфера должен быть таким, чтобы вместить объем всего предложения (или спроса).

Пусть J — множество номеров складов, на которые товар может быть доставлен с k-го склада, а I — множество номеров складов, с которых товар может быть доставлен на k-й склад. Tk — величина чистого запаса товара, равная объему исходного предложения или исходного спроса. Тогда математическую модель данной задачи можно представить следующим образом:
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В специальной литературе по исследованию операций
 приводится доказательство того, что рассматриваемая транспортная задача с промежуточными пунктами эквивалентна классической транспортной задаче.

Решение транспортной задачи с промежуточными пунктами в Excel
Рассмотрим методику решения в Excel транспортной задачи с промежуточными пунктами. 

Задача 2.3. Найти решение транспортной задачи с промежуточными пунктами, в рассмотренном выше примере, если стоимость перевозки единицы товара составляет: c12=3 у.е., c23=7 у.е., c25=3 у.е., c43=6 у.е., c45=4 у.е., c47=5 у.е., c54=5 у.е., c56=3 у.е., c67=5 у.е., c78=2 у.е.

На рис. 2.6-1 представлены таблицы Стоимость перевозки единицы товара и План перевозок товара между складами, сформированные на рабочем листе Excel. Здесь в таблице Стоимость перевозки единицы товара мы видим, что если между отдельными складами отсутствует возможность перевозки товара, то в соответствующие ячейки таблицы (выделенные темным фоном) заносится любое большое число (в данном случае 100). Для того, чтобы найти в таблице Плана перевозок товара между складами объем предложения и объем спроса, определим объем буфера B по следующему правилу:

B = общий объем предложения = S1+S4= 10+2 = 12 ед.

или

B = общий объем спроса = D3+D6+D8= 3+1+8 = 12 ед.

Для остальных промежуточных пунктов объемы предложения Si или объемы спроса Dj равны нулю (см. рис. 2.5).
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Рис. 2.6-1.

В целевую ячейку, в данном случае C23, необходимо занести формулу: =СУММПРОИЗВ(C4:I9;C15:I20). 

Используя меню Сервис(Поиск решения открываем диалоговое окно Поиск решения (см. рис. 2.6-2), в котором устанавливаем целевую ячейку равной минимальному значению, определяем диапазон изменяемых ячеек и ограничения и запускаем процедуру вычисления, щелкнув по кнопке Выполнить.
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Рис. 2.6-2.

Результат решения данной задачи представлен на рис. 2.7.
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Рис. 2.7.

Здесь мы видим, что оптимальный план перевозок товара между складами следующий:

со склада 1 товар в количестве трех единиц транзитом через склад 2 отправлен на склад 3, который является истинным пунктом назначения;

со склада 1 товар в количестве семи единиц транзитом через склады 2 и 5 отправлен на склад 6, где одна единица товара используется для пополнения запаса на этом складе;

со склада 6 товар в количестве шести единиц транзитом через склад 7 отправлен на склад 8, который также является истинным пунктом назначения;

со склада 4 избыток товара в количестве четырех единиц отправлен на склад 8 транзитом через склад 7.

Стоимость перевозок при этом минимальна и составляет 149 условных денежных единиц.

Порядок выполнения задания

Получить вариант индивидуального задания у преподавателя.

Открыть Excel и выполнить операции по созданию табличной модели: 

сформировать на рабочем листе таблицу Стоимость перевозки единицы товара. Занести в нее данные о стоимости перевозки единицы груза от i-го поставщика j-му потребителю cij;

сформировать на рабочем листе таблицу План перевозок товара между складами. Занести в нее ограничения по предложению для каждого поставщика Si и по спросу для каждого потребителя Dj;

занести в одну из ячеек целевую функцию =СУММПРОИЗВ(c11:cmn;x11:xmn).

Оптимизировать модель, выбрав команду Поиск решения в меню Сервис.

В открывшемся диалоговом окне Поиск решения указать данные, необходимые для процесса оптимизации, и нажать кнопку Выполнить.

Сохранить отчет о лабораторной работе, указав в качестве имени файла № группы и фамилии студентов, выполнивших работу.

2.3. Задача о назначениях

Математическая постановка задачи

Предположим, что имеется n различных работ, каждую которых может выполнить любой из n привлеченных исполнителей. Стоимость выполнения i-й работы j-м исполнителем известна и равна cij (в условных денежных единицах). Необходимо распределить исполнителей по работам (назначить одного исполнителя на каждую работу) так, чтобы минимизировать суммарные затраты, связанные с выполнением всего комплекса работ.

В исследовании операций задача, сформулированная выше известна как задача о назначениях. Введем переменные xij, принимающие значение 1 в случае, когда i-ю работу выполняет j-й исполнитель и значение 0 во всех остальных случаях, i,j = 1, n. Тогда ограничение
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гарантирует выполнение каждой работы лишь одним исполнителем, ограничение
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гарантирует, что каждый из исполнителей будет выполнять лишь одну работу. Стоимость выполнения всего комплекса работ равна

Таким образом, задачу о назначениях можно записать следующим образом:
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Задача о назначениях является частным случаем классической транспортной задачи, в которой надо положить n = m, Si = 1, i = 1,...,n, Dj = 1, j == 1,...,n. При этом условие xij({0, 1}, i,j = 1,...,n, означает выполнение требования целочисленности переменных xij. Это связано с тем, что мощности всех источников и стоков равны единице, откуда следует, что в допустимом целочисленном решении значениями переменных могут быть только 0 и 1.

Как частный случай классической транспортной задачи, задачу о назначениях можно рассматривать как задачу линейного программирования. Поэтому в данном случае используют терминологию и теоретические результаты линейного программирования.

В задаче о назначениях переменное xij, может принимать значение 0 или 1. При этом в любом допустимом решении лишь n переменных могут принимать значения 1. Таким образом, любое допустимое базисное решение задачи о назначениях будет вырожденным.

На практике встречаются задачи о назначениях, в постановках которых параметр сij для i,j= 1,...,n понимается как эффективность выполнения i-й работы j-м исполнителем. В этих случаях нужно так распределить работы между исполнителями, чтобы суммарная эффективность их выполнения был бы максимальной, т.е.
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где максимум ищется при указанных выше ограничениях.

Решение задачи о назначениях в Excel
Рассмотрим методику решения в Excel задачи о назначениях на основании следующего примера.

Задача 2.4. У автотранспортной компании имеется n автомобилей разных марок. Автомобили разных марок имеют разную грузоподъёмность qi (т) и разные удельные эксплуатационные затраты ci ($/км). Компания получила заказы от m клиентов на перевозку грузов. Причём в каждом заказе указан объём перевозимого груза Qj (т) и расстояние перевозки Lj (км). Требуется, используя табличный процессор Excel, оптимальным образом назначить автомобили на рейсы для выполнения заказов клиентов, полагая тарифы на перевозки одинаковыми.

Покажем, что представленная задача удовлетворяет рассмотренным выше требованиям.

Поскольку тарифы одинаковые, то в качестве целевой функции следует выбрать эксплуатационные затраты. Эти затраты необходимо минимизировать путём оптимального распределения автомобилей по клиентам.

Поскольку в общем случае m(n, то задачу необходимо сбалансировать путём введения фиктивных заказов или фиктивных автомобилей. Получим:

а) При n>m заказов меньше, чем автомобилей (избыток провозных возможностей). В этом случае дополнительно вводятся n-m фиктивных клиентов с нулевыми объёмами заказов (т.е. Qj=0 и Lj=0). Поскольку для фиктивных клиентов заказы нулевые, то для их выполнения будут назначаться самые неэффективные по затратам автомобили. Практически выполнение заказа фиктивного клиента означает резервирование автомобиля (автомобиль остаётся в парке).

б) При n<m заказов больше, чем автомобилей (недостаток провозных возможностей). В этом случае дополнительно вводятся m-n фиктивных автомобилей с бесконечно большими удельными затратами (т.е. сj ((). Практически это означает отказ от самых невыгодных в смысле затрат заказов.

Окончательно получим сбалансированную задачу, описываемую квадратной матрицей эксплуатационных затрат размерностью k(k, где k=max{m,n}.

Алгоритм решения данной задачи в Excel сводится к следующему.
Количество рейсов i-го автомобиля у j-го клиента вычисляется по формуле
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, для всех i=1,2,…k; j=1,2,…k.

Количество рейсов - величина целочисленная, принимающая значение большее или равное 1. Для её вычисления следует воспользоваться функцией округления частного от деления в большую сторону. Например, если исходные данные находятся в ячейках B7:C7 и D4:D5, то количество рейсов определяется функцией (второй параметр функции округления равен 0):

    = ОКРУГЛВВЕРХ($B7/D$5;0).

Пробег i-го автомобиля у j-го клиента вычисляется по формуле
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Эксплуатационные затраты вычисляются по формуле
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где ci – удельные эксплуатационные затраты, связанные с назначением i-го автомобиля для обслуживания j-го клиента, т.е. для приведенного выше примера в ячейку D7 необходимо занести формулу

= ОКРУГЛВВЕРХ($B7/D$5;0)*$C7*D$4.

Дополнительная целочисленная переменная логического типа принимает значения
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Целевая функция имеет вид
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при ограничениях:
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  целое для всех i,j =1,2,… k.

Найдем решение задачи 2.4 в Excel, используя следующие исходные данные.

Автотранспортная компания располагает 10 автомобилями разных марок: 3 автомобиля марки A; 3 автомобиля марки B; 2 автомобиля марки C; 1 автомобиль марки D; 1 автомобиль марки E.

Характеристики автомобилей представлены в табл. 2.1.

Таблица 2.1

	Характеристики
	Марка автомобиля

	
	A
	B
	C
	D
	E

	Грузоподъёмность, т
	qi
	20
	16
	8
	5
	2,5

	Удельные затраты, $/км
	ci
	0,8
	0,55
	0,35
	0,25
	0,13


Компанией получены заказы от 9 клиентов. Характеристики заказов представлены в табл. 2.2. 

Таблица 2.2

	Характеристики
	Клиенты

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	Объём груза, т
	Qj
	250
	200
	350
	69
	50
	12
	30
	20
	60

	Расстояние, км
	Lj
	60
	40
	80
	140
	50
	120
	60
	100
	90


На рис. 2.8-1 представлена таблица с исходными данными. Поскольку заказов меньше имеющихся у компании автомобилей, необходимо ввести фиктивного клиента с нулевым объёмом перевозок. В той же таблице произвести необходимые промежуточные расчёты затрат по приведённым выше формулам.
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Рис. 2.8-1.

На рис. 2.8-2 и 2.8-2 представлены Матрица Xij, содержащая переменные логического типа xij и Матрица произведения Sij*Xij, в которой отразится результат оптимального закрепления автомобилей за клиентами и, соответствующие этому закреплению, минимальные затраты.
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Рис. 2.8-2.
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Рис. 2.8-3.

Используя меню Сервис(Поиск решения открываем диалоговое окно Поиск решения (см. рис. 2.9-1), в котором устанавливаем целевую ячейку равной минимальному значению, определяем диапазон изменяемых ячеек со значениями логической переменной xij (Матрица Xij) и ограничения, и запускаем процедуру вычисления, щелкнув по кнопке Выполнить.
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Рис. 2.9-1.

Результат поиска будет находиться в изменяемых ячейках Матрицы Xij (i - автомобиль;  j - клиент) (см. рис. 2.9-2). Здесь мы видим, что оптимальный план назначения автомобилей на рейсы следующий: 

первый автомобиль назначен на выполнение восьмого заказа;

второй – седьмого заказа;

третий – пятого заказа;

четвертый – шестого заказа;

пятый – второго заказа;

шестой – девятого заказа;

седьмой – первого заказа;

восьмой – третьего заказа;

девятый – четвертого заказа;

третий автомобиль, назначенный фиктивному десятому клиенту, будет простаивать в парке.

Эксплуатационные затраты при этом минимальны и составят $4711 (см. рис. 2.9-3).
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Рис. 2.9-2.
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Рис. 2.9-3.

2.4. Задача выбора кратчайшего пути

Математическая постановка задачи
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Пусть некоторая сеть задана в виде орграфа (рис. 2.10), т.е. каждой ориентированной дуге соответствует определенное расстояние. Необходимо найти кратчайший путь из i-го узла сети в ее заданный j-й узел. К этой задаче, известной в исследовании операций как задача выбора кратчайшего пути, сводятся такие практически важные задачи, как задача о замене оборудования, задача о календарном планировании комплекса работ и т.д.
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Рис. 2.10.

Как правило, в сети выделяют один узел, который является конечным (пункт или станция назначения, сток). Задача заключается в отыскании кратчайшего пути в этот конечный узел (на рис. 2.10 конечным является узел с номером 8) из некоторого другого узла сети (например, из первого узла сети на рис. 2.10). Величина cij определяет расстояние от i-го узла сети до ее j-го узла.

Величина сij может измеряться в единицах, отличных от единиц длины. Так, например, cij может представлять собой стоимость проезда от i-го до j-го узла сети. Тогда задача заключается в отыскании пути минимальной стоимости. Величина cij может также определять время переезда от i-го до j-го узла сети. При этом необходимо найти путь с минимальной продолжительностью переезда.

При решении прикладных задач, сводящихся к задаче выбораа кратчайшего пути, часто встречаются ситуации, когда cij ( cji. Кроме того, как правило, не выполняется так называемое неравенство треугольника: cij ( cik + ckj для всех некоторых значений индексов i, j, k.

Существуют сети, содержащие циклы, каждый из которых представляет собой замкнутый путь (путь, исходящий из некоторого узла сети и возвращающийся в него же). Так, в сети представленной на рис. 2.10, много циклов, один из них содержит узлы с номерами 2, 3, 5, 6 и 7. Как правило, в задачах исследования операций значения cij положительны и общая длина цикла является положительной. Следовательно, решение задачи выбора кратчайшего пути не может содержать циклов.

Предположим, что для сети, представленной на рис. 2.10, необходимо найти кратчайший путь от узла с номером 1 (источник) до узла с номером 8 (сток). Установим связь этой задачи с классической транспортной задачей.

Рассмотрим транспортную задачу с промежуточными пунктами, сеть которой представлена на рис. 2.10. При этом предположим, что: а) в узле с номером 1 имеется избыточная единица товара; б) в узле с номером 8 имеется недостаток единицы товара; в) узлы с номерами 2,...,7 являются промежуточными пунктами с нулевыми чистыми запасами (потребность в дополнительных поставках товара равна нулю). Необходимо разработать план перевозок товара между узлами сети (складами), который при минимальных транспортных затратах позволит на каждом складе поддерживать нулевой чистый запас товара.

Считаем, что каждой ориентированной дуге сети соответствует переменное модели xij, представляющее собой количество товара, которое должно быть отправлено с i-го склада на j-й. Для каждого k-го промежуточного пункта вводим переменное xkk с соответствующим ему коэффициентом ckk = 0 в целевой функции, а величину чистого зал! обозначаем через Tk. Если множество пар индексов (i, j), соответствующих ориентированным дугам сети, представленной на рис. 2.10, обозначить через J, то рассматриваемую задачу можно записать следующим образом:

Сформулированная выше задача о нахождении кратчайшего пути эквивалентна классической транспортной задаче.

Решение задачи о нахождении кратчайшего пути в Excel
Рассмотрим методику решения в Excel задачи о нахождении кратчайшего пути.

Задача 2.5. Задача выбора кратчайшего пути задана сетью, изображенной на рис. 2.10. Найдите кратчайший путь от узла с номером 1 до узла с номеров 8, если c12=1 км, c13=4 км, c14=6 км, c23=3 км, c26=5 км, c27=1 км, c34=3 км, c35=5 км, c45=1 км, c48=4 км, c54=1 км, c56=1 км, c58=2 км, c65=1 км, c67=3 км, c68=4 км, c72=1 км, c76=3 км, c78=7 км.

На рис. 2.11-1 представлены Таблица кратчайших расстояний и План перевозок товара по кратчайшему пути, сформированные на рабочем листе Excel. Здесь в Таблице кратчайших расстояний мы видим, что если между отдельными складами отсутствует возможность перевозки товара, то в соответствующие ячейки таблицы (выделенные темным фоном) заносится любое большое число (в данном случае 100).

Не сложно заметить, что данная задача решается аналогично решению транспортной задачи с промежуточными пунктами. В целевую ячейку, в данном случае C24, необходимо занести формулу: =СУММПРОИЗВ(C4:I10;C16:I22).

Рис. 2.11-1.

Рис. 2.11-2.

Используя меню Сервис(Поиск решения открываем диалоговое окно Поиск решения (см. рис. 2.11-2), в котором устанавливаем целевую ячейку равной минимальному значению, определяем диапазон изменяемых ячеек и ограничения и запускаем процедуру вычисления, щелкнув по кнопке Выполнить.

Результат решения данной задачи представлен на рис. 2.12.

Рис. 2.12.

Здесь мы видим, что кратчайший путь перевозки товара следующий: 1(2(7(6(5(8. Расстояние перевозки при этом составит 8 км. Аналогично данную задачу можно решить и на максимум, т.е. найти самый длинный путь доставки товара. 
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ПРИЛОЖЕНИЕ

Варианты заданий 

Задания к лабораторной работе № 1

«Классическая транспортная задача»

Пусть в задаче 2.2 введены штрафы в размере $200 и $300 за каждый недопоставленный автомобиль в распределительные центры Денвера и Майами соответственно. Кроме того, поставки из Лос-Анджелеса в Майами не планируются изначально. Постройте транспортную модель и найдите ее оптимальное решение в Excel.

Как в задаче 2.2 учесть требование, что завод в Детройте должен отправить заказчикам все свои автомобили? Постройте транспортную модель в этом случае и найдите ее оптимальное решение в Excel.

Три нефтеперегонных завода с ежедневной производительностью 6, 5 и 8 миллионов галлонов бензина снабжают три нефтехранилища, ежедневная потребность которых составляет 4, 8 и 7 миллионов галлонов бензина соответственно. Бензин транспортируется в бензохранилища по бензопроводу. Стоимость транспортировки составляет 10 центов за 1000 галлонов на одну милю длины трубопровода. В табл. П.1 приведены расстояния (в милях) между заводами и хранилищами. Отметим, что первый нефтеперегонный завод не связан трубопроводом с третьим бензохранилищем.

Таблица П.1

	Завод
	Бензохранилище

	
	1
	2
	3

	1
	120
	180
	-

	2
	300
	100
	80

	3
	200
	250
	120


a) Сформулируйте соответствующую транспортную задачу.

b) Решите задачу в Excel и найдите оптимальную схему поставок бензина.

4. Пусть в предыдущей задаче ежедневная производительность третьего нефтеперерабатывающего завода составляет 6 миллионов галлонов бензина, а потребности первого бензохранилища должны выполняться в обязательном порядке. Кроме того, на недопоставки бензина во второе и третье хранилища накладываются штрафы в размере 5 центов за каждый недопоставленный галлон бензина.

a) Сформулируйте транспортную задачу. b) Решите ее в Excel.

5. Пусть в задаче 3 ежедневные потребности третьего бензохранилища составляют 4 миллиона галлонов. Избыток своей продукции  первый и второй нефтеперегонные заводы могут отправлять на другие бензохранилища с помощью автотранспорта. В этом случае транспортные расходы на транспортировку 100 галлонов бензина составляют $1.50 и $2.20 для первого и второго заводов соответственно. Третий нефтеперерабатывающий завод может использовать свои излишки бензина для нужд собственного химического производства.

a) Сформулируйте транспортную задачу. b) Решите ее в Excel.

6. Три распределительных центра поставляют автомобили пяти дилерам. Автомобили от распределительных центров к дилерам перевозятся на трейлерах, и стоимость перевозок пропорциональна расстоянию между пунктами отправления и назначения и не зависит от степени загрузки трейлера. В табл. П.2 приведены расстояния между распределительными центрами и дилерами, а также соответствующие величины спроса и предложения, выраженные в количестве автомобилей. При полной загрузке трейлер вмещает 18 автомобилей. Транспортные расходы составляют $25 на одну милю пути, пройденного трейлером.

Таблица П.2

	Центры
	Дилеры
	Предложение

	
	1
	2
	3
	4
	5
	

	1
	100
	150
	200
	140
	35
	400

	2
	50
	70
	60
	65
	80
	200

	3
	40
	90
	100
	150
	130
	150

	Спрос
	100
	200
	150
	160
	140
	


a) Сформулируйте транспортную задачу. b) Решите ее в Excel.

Задания к лабораторной работе № 2

«Транспортная задача с промежуточными пунктами»

Найдите решение в Excel задачи 2.3, если c12=10 у.е., c23=7 у.е., c25=9 у.е., c43=5 у.е., c45=4 у.е., c47=12 у.е., c54=6 у.е., c56=8 у.е., c67=3 у.е., c78=8 у.е.

В транспортной сети, показанной на рис. П.1, осуществляются перевозки из пунктов 1 и 2 в пункты 5 и 6 через транзитные пункты 3 и 4. Стоимость перевозок показана на этом же рисунке. Постройте транспортную модель с промежуточными пунктами и решите задачу в Excel.

Рис. П.1.

Пусть в предыдущей задаче пункты 1 и 2 связаны транспортной магистралью со стоимостью перевозки в $1, а стоимость перевозки из пункта 1 в пункт 3 возросла до $5. Найдите оптимальный план перевозок.

На рис. П.2 показана транспортная сеть перевозок автомобилей между тремя заводами (пункты 1, 2 и 3) и тремя дилерами (пункты 6, 7 и 8) через два распределительных центра (пункты 4 и 5). Стоимость перевозок  (в сотнях долларов) составляет: c14=1, c15=0.3, c24=0.8, c25=4.3, c34=2, c35=4.6, c45=0.5, c46=0.2, c47=4.5, c48=6, c58=1.9.

a) Сформулируйте транспортную задачу и найдите ее оптимальное решение с помощью программы Excel.

b) Предположим распределительный центр (пункт 4) может продать 240 автомобилей самостоятельно. Найдите новое оптимальное решение.

Рис. П.2.

Пусть в предыдущей задаче производство автомобилей на первом заводе возросло с 900 до 1500 автомобилей, при неизменном спросе на них. Найдите новое оптимальное решение.

Пусть в задаче 4 спрос на автомобили первого дилера вырос с 1100 до 1300, второго - с 1000 до 1200, а третьего - с 1200 до 1300 автомобилей. Производство автомобилей осталось на прежнем уровне. Найдите новое оптимальное решение.

Задания к лабораторной работе № 3

«Задача о назначениях»

Решите задачу 2.4, используя исходные данные о характеристике заказов, представленные в табл. П.3.

Таблица П.3

Варианты заданий для самостоятельного решения
	№
	Характеристики
	Клиенты

	
	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9

	1
	Qj,  т
	55
	45
	75
	125
	10
	15
	35
	25
	65

	
	Lj, км
	25
	75
	125
	50
	40
	70
	60
	20
	10

	2
	Qj,  т
	90
	45
	20
	120
	10
	50
	80
	55
	10

	
	Lj, км
	12
	24
	36
	55
	17
	20
	30
	15
	40

	3
	Qj,  т
	50
	300
	30
	25
	100
	75
	50
	10
	40

	
	Lj, км
	40
	32
	45
	65
	20
	15
	100
	44
	18

	4
	Qj,  т
	10
	50
	40
	90
	10
	25
	40
	5
	70

	
	Lj, км
	50
	60
	70
	18
	20
	10
	12
	25
	28

	5
	Qj,  т
	45
	55
	175
	25
	100
	35
	15
	65
	25

	
	Lj, км
	40
	32
	45
	65
	20
	15
	100
	44
	18

	6
	Qj,  т
	90
	45
	20
	120
	10
	50
	80
	55
	10

	
	Lj, км
	12
	24
	36
	55
	17
	20
	30
	15
	40

	7
	Qj,  т
	5
	35
	30
	25
	100
	75
	50
	10
	40

	
	Lj, км
	25
	75
	125
	50
	40
	70
	60
	20
	10

	8
	Qj,  т
	100
	35
	45
	95
	15
	125
	35
	5
	50

	
	Lj, км
	50
	60
	70
	18
	20
	10
	12
	25
	28

	9
	Qj,  т
	65
	25
	35
	15
	10
	125
	35
	25
	65

	
	Lj, км
	14
	22
	35
	10
	44
	19
	27
	40
	50

	10
	Qj,  т
	90
	45
	20
	120
	10
	50
	80
	55
	10

	
	Lj, км
	62
	23
	74
	14
	54
	20
	30
	15
	25

	11
	Qj,  т
	55
	150
	20
	25
	80
	75
	50
	15
	45

	
	Lj, км
	42
	36
	24
	120
	30
	18
	45
	23
	13

	12
	Qj,  т
	10
	50
	40
	90
	10
	25
	40
	5
	70

	
	Lj, км
	120
	19
	45
	23
	48
	16
	75
	55
	60


Задания к лабораторной работе № 4

«Задача выбора кратчайшего пути»

Решите задачу 2.5, используя данные о расстояниях между узлами транспортной сети, представленные в табл. П.4.

Таблица П.4

Варианты заданий для самостоятельного решения

	c(ij)
	Расстояние между смежными узлами транспортной сети c(ij), км 

по вариантам

	
	1
	2
	3
	4
	5
	6
	7
	8
	9
	10
	11
	12

	c(12)
	1
	20
	18
	6
	17
	1
	3
	6
	14
	12
	15
	16

	c(13)
	5
	6
	9
	9
	14
	19
	17
	6
	1
	14
	20
	20

	c(14)
	16
	8
	12
	7
	9
	15
	10
	18
	6
	10
	6
	14

	c(23)
	2
	12
	4
	9
	1
	15
	13
	1
	10
	19
	4
	18

	c(26)
	1
	9
	17
	20
	9
	18
	11
	11
	8
	2
	16
	17

	c(27)
	16
	3
	16
	17
	11
	12
	3
	10
	18
	14
	18
	17

	c(34)
	15
	3
	20
	10
	7
	18
	20
	7
	9
	16
	20
	5

	c(35)
	17
	2
	11
	20
	8
	12
	20
	2
	13
	11
	12
	2

	c(45)
	17
	12
	9
	11
	11
	2
	12
	6
	11
	3
	10
	19

	c(48)
	17
	3
	4
	4
	6
	12
	10
	18
	10
	4
	6
	12

	c(54)
	17
	1
	8
	3
	19
	4
	7
	15
	2
	18
	2
	3

	c(56)
	10
	8
	10
	6
	5
	9
	20
	7
	20
	12
	17
	5

	c(58)
	5
	11
	3
	19
	4
	8
	16
	2
	2
	20
	6
	4

	c(65)
	1
	19
	7
	6
	19
	10
	16
	6
	8
	11
	14
	3

	c(67)
	6
	16
	2
	10
	8
	20
	20
	6
	1
	15
	17
	13

	c(68)
	14
	17
	11
	2
	11
	5
	13
	17
	14
	16
	19
	1

	c(72)
	10
	11
	15
	4
	3
	20
	7
	4
	4
	19
	14
	3

	c(76)
	7
	1
	7
	9
	12
	20
	14
	14
	5
	17
	9
	5

	c(78)
	1
	18
	13
	9
	4
	7
	1
	9
	14
	13
	11
	8
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